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ABSTRACT

We look for small PCP instances that are hard: They consist of only a few pairs of short words, but
their minimal solution is very long.

In particular, we collect information on PCP instances consisting of three pairs. We list the
known record holders, then describe a family of hard instances (related to DOL systems), and finally
conjecture an upper bound for hardness.
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1. Einleitung

Oft kann man dadurch Informationen iiber eine Problemklasse gewinnen, dal man nach kleinen,
aber moglichst schweren Instanzen sucht. Ein klassisches Beispiel ist die Suche nach Busy-Beaver-
Turingmaschinen [Mar00].

Gelingt es zudem, die Schwere einer Instanz durch eine berechenbare Funktione ihrer Gréfie zu
beschrianken, erhilt man Aussagen iiber Entscheidbarkeit und Komplexitét.

Wir wenden diese Technik auf eingeschriinkte Klassen des Postschen Korrespondenz-Problems
(PCP) an.

2. Bezeichnungen und Voraussetzungen

Eine PCP-Instanz ist eine endliche Liste [(u1,v1),. .., (upn,vy)] von Wértern u;, v; € 3T, die zwei
Morphismen ¢, : I — ¥* (mit I' = {1,...,n}) durch ¢(i) = u;,1(i) = v; bestimmen. Eine
Lésung einer Instanz (¢, 1) heifit jedes nichtleere Wort aus der Menge E(¢, 1) = {w : ¢p(w) =
¥ (w)}. Es ist wohlbekannt, dafl die Menge der 16sbaren Instanzen nicht entscheidbar ist [Pos46].

Die Grifle einer Instanz ist die Anzahl ihrer Wortpaare, d. h. |I'|. Wir bezeichnen mit PCP(n)
die Menge aller l6sbaren Instanzen der Grofie n. Die Menge PCP(2) ist entscheidbar [EKR82],
aber PCP(7) nicht [MS96]. Wir interessieren uns hier fiir PCP(3). (Im folgenden betrachten wir
nur Instanzen mit Ziel-Alphabet ¥ = {0, 1}.)

Die Weite einer Instanz ist die grofite vorkommende Wortlinge max{|u;|, |v;|}. Die Menge aller
losbaren Instanzen mit Grofie n und Weite w heifit PCP(n, w). (Diese Mengen sind endlich.) Wir
fragen nach den Instanzen aus PCP(3,w), fiir die die Linge einer kiirzesten Losung moglichst
grof} wird.



2 Mario Schmidt, Heiko Stamer, Johannes Waldmann

Beispiel 1 Die Instanz

110 0 1
P =
1 101

hat die kiirzeste Lésung AACBCCBC.

Zu jeder Instanz P = (¢, : I’ — X)) definieren wir den unendlichen, gerichteten, kantenmarkier-
ten Graphen G(P): seine Knoten sind alle méglichen Differenzen {(p,q) : p,q € ¥*,p = eVq = €},
und er enthilt eine Kante (p, ¢) — (p', ¢') genau dann, wenn 3¢ € * : p-u; = ¢-p' Aq-v; = ¢-¢'.
Eine Losung von P ist dann ein nichtleerer Pfad von START=(¢, €) zuriick zu START in G(P).

Figure 1: von START erreichbare Knoten (der Weite < 6) in G(P;)

Bei der maschinellen Suche nach Losungen einer Instanz kommt es darauf an, die Menge der
bereits betrachteten Knoten in G(P) effizient zu verwalten.
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3. Schwierige PCP-Instanzen
Wir listen hier die derzeitigen Rekordhalter. (Aktuelle Informationen sind immer auf der Web-

seite http://www.informatik.uni-leipzig.de/ pcp/)

kiirzeste

(Grofle,Weite) | Instanz ) Autor
Losung
0 1 001
(3,3) 75 Lorentz [Lor00], Waldmann
001 0 1
101 1 010
(3.4) 216 Zhao [ZhaO1]
1 01 1101
11010 1 11111
(3,5) 189 Stamer
11 10101 01
000 0 11 10
(4,3) 204 Lorentz [Lor00]
0 111 0 100
1010 11 0 01
(4,4) 256 Zhao [Zha01]
100 1011 1 O

4. Spezielle PCP(3)

01 u

v 01
haben, beispielsweise das Rekord-PCP(3,3). (Dort gilt sogar u = v. Siehe auch [HHO1] iiber eine
Verallgemeinerung.)

Es ist uns aufgefallen, daf viele schwere PCP(3)-Instanzen die Form M (u,v) =

Um eine Losung fiir M (u,v) zu suchen, kénnen wir, von links beginnend, beliebig lange aus-
schliefllich die ersten beiden Paare benutzen. Wir erhalten so Anfangsstiicke des vom Morphis-
mus 0 — v,1 — 0 erzeugten unendlichen DOL-Wortes. Wir kénnen auch von rechts beginnen
und ausschlieBlich die letzten beiden Paare benutzen, und erhalten (gespiegelt) Anfangsstiicke
des DOL-Wortes von 0 — 1,1 — u. Die Frage dabei ist, ob und wie sich diese beiden Worter
schliefllich treffen. Die Losungen haben im Allgemeinen jedoch nicht die Form {A, B}*{B,C}*.

Ein Spezialfall dieses Musters sind Fibonacci-Instanzen F(u) = M (u,01). Die ersten beiden
Paare ergeben das Fibonacci-Wort f = 01001010010... Die Instanz F'(1001) besitzt die mini-
male Losungsliange 78, und F(001001) erreicht 120. Es ist klar, dal F'(u) nur dann losbar ist,
wenn u ein Faktor von f ist. Diese Bedingung ist jedoch nicht ausreichend, denn beispielweise
F(1001001) ist unlésbar.

5. Notwendige Bedingungen fiir 16sbare Instanzen

Wir sind dabei, maschinell alle Instanzen aus PCP(3,3) auf Losbarkeit hin zu iiberpriifen. Dabei
kommt es natiirlich darauf an, Lésungen schnell zu finden, aber auch darauf, unlésbare Instanzen
schnell zu erkennen.

Bei PCP(3) kann man aus den Parikh-Vektoren der w;, v; zwei homogene lineare Gleichungen
fiir die drei Elemente das Parikh-Vektors jeder Losung bestimmen. D. h. das Verhiltnis der
Buchstabenanzahlen A, B, C' in der Losung steht (bis auf pathologische Félle) von vornherein
fest, und kann zur Beschleunigung der Suche benutzt werden.
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6. PCP-Familien und Wachtumsraten

0 10"
Lorentz [Lor00] bemerkt, daff die Familie "l 0 mit minimalen Loésungen A"B™ das
starkste bekannte Wachstum (der Linge einer kiirzesten Losung, betrachtet als Funktion der
Weite der Instanz) innerhalb PCP(2) erreicht. Jedoch scheint es keinen einfachen Beweis dafiir
zu geben, daff minimale PCP(2)-Losungen nur linear lang sind, denn das wiirde einen einfachen

Beweis der Entscheidbarkeit von PCP(2) implizieren.
Welches sind schnell wachsende PCP(3)-Familien? Wir erreichen quadratisches Wachstum durch

0 0™ 10
<00 1 0 ) mit minimalen Losungen A”QB"C, und konnten das bisher nicht {ibertreffen.

Es gibt einige Familien, deren Verhalten nicht so offensichtlich ist. Zum Beispiel ist die

11010 1 17
Losungslange von dann grof}, wenn 2 eine primitive Wurzel modulo 4n — 1
11 10101 01

ist. Das ist fiir n = 5 der Fall und gibt das derzeitige Rekord-PCP(3,5). Die Losungsliange ist
jedoch selbst dann quadratisch beschréinkt.

7. Zusammenfassung und Awusblick

Wir vermuten, dafl PCP(3) entscheidbar ist. Die bisher vorliegenden Daten legen Beweisversuche
aus zwei Richtungen nahe:

1. spezielle PCP(3):
01 u

v 01

(a) Zeige, da} die Losbarkeit von M (u,v) = ( ) entscheidbar ist.

Spezialfall: zeige, dafi Fibonacci-PCPs F(u) = M (u,01) entscheidbar sind.
(b) Zeige, daf} sich andere PCP(3) auf die Form M (u,v) reduzieren lassen.
Zum Beispiel: welcher Zusammenhang besteht zwischen dem Rekord-PCP(3,4)

101 1 010 0 1 10100101
und dem Fibonacci-PCP F(10100101) = ?
1 01 1101 01 0 1
Beide haben eine kiirzeste Losung der Liange 216.
2. Wachstum:

(a) Zeige, daB eine kiirzeste Losung von PCP(3,w) die Linge O(w?) besitzt —
oder finde eine stirker wachsende Familie.

In jedem Fall wiirde eine vergréfierte Sammlung von Busy-Beaver-Instanzen und -Instanz-
Familien weiterhelfen. Wir laden deswegen alle Interessenten herzlich ein, diese Tiere zu jagen
und an unser Museum zu schicken.

Fordern Sie auch Ihre Studenten zur Mitarbeit auf! Das Thema eignet sich nach unserer Er-
fahrung sehr gut zum Erlernen und Ausprobieren von implementierungs-technischen, aber auch
formal-sprachlichen Methoden.

Auf unserer Webseite http://www.informatik.uni-leipzig.de/ pcp/ finden Sie neben den
aktuellen Rekorden auch ein Online-PCP-Puzzlespiel, fiir das téglich neue (mittelschwere) In-
stanzen generiert werden.
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