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hmidt, Heiko Stamer und Johannes WaldmannInstitut f�ur Informatik, Universit�at LeipzigAugustusplatz 10{11, D-04109 Leipzig, Germanye-mail: p
p�informatik.uni-leipzig.deABSTRACTWe look for small PCP instan
es that are hard: They 
onsist of only a few pairs of short words, buttheir minimal solution is very long.In parti
ular, we 
olle
t information on PCP instan
es 
onsisting of three pairs. We list theknown re
ord holders, then des
ribe a family of hard instan
es (related to D0L systems), and �nally
onje
ture an upper bound for hardness.Keywords: Post Corresponden
e Problem, Busy Beaver1. EinleitungOft kann man dadur
h Informationen �uber eine Problemklasse gewinnen, da� man na
h kleinen,aber m�ogli
hst s
hweren Instanzen su
ht. Ein klassis
hes Beispiel ist die Su
he na
h Busy-Beaver-Turingmas
hinen [Mar00℄.Gelingt es zudem, die S
hwere einer Instanz dur
h eine bere
henbare Funktione ihrer Gr�o�e zubes
hr�anken, erh�alt man Aussagen �uber Ents
heidbarkeit und Komplexit�at.Wir wenden diese Te
hnik auf einges
hr�ankte Klassen des Posts
hen Korrespondenz-Problems(PCP) an.2. Bezei
hnungen und VoraussetzungenEine PCP-Instanz ist eine endli
he Liste [(u1; v1); : : : ; (un; vn)℄ von W�ortern ui; vi 2 �+, die zweiMorphismen �;  : �� ! �� (mit � = f1; : : : ; ng) dur
h �(i) = ui;  (i) = vi bestimmen. EineL�osung einer Instanz (�;  ) hei�t jedes ni
htleere Wort aus der Menge E(�;  ) = fw : �(w) = (w)g. Es ist wohlbekannt, da� die Menge der l�osbaren Instanzen ni
ht ents
heidbar ist [Pos46℄.Die Gr�o�e einer Instanz ist die Anzahl ihrer Wortpaare, d. h. j�j. Wir bezei
hnen mit PCP(n)die Menge aller l�osbaren Instanzen der Gr�o�e n. Die Menge PCP(2) ist ents
heidbar [EKR82℄,aber PCP(7) ni
ht [MS96℄. Wir interessieren uns hier f�ur PCP(3). (Im folgenden betra
hten wirnur Instanzen mit Ziel-Alphabet � = f0; 1g.)Die Weite einer Instanz ist die gr�o�te vorkommende Wortl�ange maxfjuij; jvijg. Die Menge allerl�osbaren Instanzen mit Gr�o�e n und Weite w hei�t PCP(n;w). (Diese Mengen sind endli
h.) Wirfragen na
h den Instanzen aus PCP(3; w), f�ur die die L�ange einer k�urzesten L�osung m�ogli
hstgro� wird.



2 Mario S
hmidt, Heiko Stamer, Johannes WaldmannBeispiel 1 Die InstanzP1 =  110 0 11 1 01!hat die k�urzeste L�osung AACBCCBC.Zu jeder Instanz P = (�;  : �! �) de�nieren wir den unendli
hen, geri
hteten, kantenmarkier-ten GraphenG(P ): seine Knoten sind alle m�ogli
henDi�erenzen f(p; q) : p; q 2 ��; p = �_q = �g,und er enth�alt eine Kante (p; q) i�! (p0; q0) genau dann, wenn 9
 2 �� : p �ui = 
 �p0^q �vi = 
 �q0.Eine L�osung von P ist dann ein ni
htleerer Pfad von START=(�; �) zur�u
k zu START in G(P ).
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Figure 1: von START errei
hbare Knoten (der Weite � 6) in G(P1)Bei der mas
hinellen Su
he na
h L�osungen einer Instanz kommt es darauf an, die Menge derbereits betra
hteten Knoten in G(P ) eÆzient zu verwalten.



Dreibeinige PCP-Biber 33. S
hwierige PCP-InstanzenWir listen hier die derzeitigen Rekordhalter. (Aktuelle Informationen sind immer auf der Web-seite http://www.informatik.uni-leipzig.de/~p
p/)(Gr�o�e,Weite) Instanz k�urzesteL�osung Autor(3,3)  0 1 001001 0 1 ! 75 Lorentz [Lor00℄, Waldmann(3,4)  101 1 0101 01 1101! 216 Zhao [Zha01℄(3,5)  11010 1 1111111 10101 01 ! 189 Stamer(4,3)  000 0 11 100 111 0 100! 204 Lorentz [Lor00℄(4,4)  1010 11 0 01100 1011 1 0 ! 256 Zhao [Zha01℄4. Spezielle PCP(3)Es ist uns aufgefallen, da� viele s
hwere PCP(3)-Instanzen die Form M(u; v) =  0 1 uv 0 1!haben, beispielsweise das Rekord-PCP(3,3). (Dort gilt sogar u = v. Siehe au
h [HH01℄ �uber eineVerallgemeinerung.)Um eine L�osung f�ur M(u; v) zu su
hen, k�onnen wir, von links beginnend, beliebig lange aus-s
hlie�li
h die ersten beiden Paare benutzen. Wir erhalten so Anfangsst�u
ke des vom Morphis-mus 0 7! v; 1 7! 0 erzeugten unendli
hen D0L{Wortes. Wir k�onnen au
h von re
hts beginnenund auss
hlie�li
h die letzten beiden Paare benutzen, und erhalten (gespiegelt) Anfangsst�u
kedes D0L-Wortes von 0 7! 1; 1 7! u. Die Frage dabei ist, ob und wie si
h diese beiden W�orters
hlie�li
h tre�en. Die L�osungen haben im Allgemeinen jedo
h ni
ht die Form fA;Bg�fB;Cg�.Ein Spezialfall dieses Musters sind Fibona

i-Instanzen F (u) = M(u; 01). Die ersten beidenPaare ergeben das Fibona

i-Wort f = 01001010010 : : : Die Instanz F (1001) besitzt die mini-male L�osungsl�ange 78, und F (001001) errei
ht 120. Es ist klar, da� F (u) nur dann l�osbar ist,wenn u ein Faktor von f ist. Diese Bedingung ist jedo
h ni
ht ausrei
hend, denn beispielweiseF (1001001) ist unl�osbar.5. Notwendige Bedingungen f�ur l�osbare InstanzenWir sind dabei, mas
hinell alle Instanzen aus PCP(3,3) auf L�osbarkeit hin zu �uberpr�ufen. Dabeikommt es nat�urli
h darauf an, L�osungen s
hnell zu �nden, aber au
h darauf, unl�osbare Instanzens
hnell zu erkennen.Bei PCP(3) kann man aus den Parikh-Vektoren der ui; vi zwei homogene lineare Glei
hungenf�ur die drei Elemente das Parikh-Vektors jeder L�osung bestimmen. D. h. das Verh�altnis derBu
hstabenanzahlen A;B;C in der L�osung steht (bis auf pathologis
he F�alle) von vornhereinfest, und kann zur Bes
hleunigung der Su
he benutzt werden.
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hmidt, Heiko Stamer, Johannes Waldmann6. PCP-Familien und Wa
htumsratenLorentz [Lor00℄ bemerkt, da� die Familie  0 10n0n1 0 ! mit minimalen L�osungen AnBn dasst�arkste bekannte Wa
hstum (der L�ange einer k�urzesten L�osung, betra
htet als Funktion derWeite der Instanz) innerhalb PCP(2) errei
ht. Jedo
h s
heint es keinen einfa
hen Beweis daf�urzu geben, da� minimale PCP(2)-L�osungen nur linear lang sind, denn das w�urde einen einfa
henBeweis der Ents
heidbarkeit von PCP(2) implizieren.Wel
hes sind s
hnell wa
hsende PCP(3)-Familien? Wir errei
hen quadratis
hes Wa
hstum dur
h 0 0n 1n000 1 0 ! mit minimalen L�osungen An2BnC, und konnten das bisher ni
ht �ubertre�en.Es gibt einige Familien, deren Verhalten ni
ht so o�ensi
htli
h ist. Zum Beispiel ist dieL�osungsl�ange von  11010 1 1n11 10101 01! dann gro�, wenn 2 eine primitive Wurzel modulo 4n� 1ist. Das ist f�ur n = 5 der Fall und gibt das derzeitige Rekord-PCP(3,5). Die L�osungsl�ange istjedo
h selbst dann quadratis
h bes
hr�ankt.7. Zusammenfassung und Ausbli
kWir vermuten, da� PCP(3) ents
heidbar ist. Die bisher vorliegenden Daten legen Beweisversu
heaus zwei Ri
htungen nahe:1. spezielle PCP(3):(a) Zeige, da� die L�osbarkeit von M(u; v) =  0 1 uv 0 1! ents
heidbar ist.Spezialfall: zeige, da� Fibona

i-PCPs F (u) =M(u; 01) ents
heidbar sind.(b) Zeige, da� si
h andere PCP(3) auf die Form M(u; v) reduzieren lassen.Zum Beispiel: wel
her Zusammenhang besteht zwis
hen dem Rekord-PCP(3,4) 101 1 0101 01 1101! und dem Fibona

i-PCP F (10100101) =  0 1 1010010101 0 1 !?Beide haben eine k�urzeste L�osung der L�ange 216.2. Wa
hstum:(a) Zeige, da� eine k�urzeste L�osung von PCP(3; w) die L�ange O(w2) besitzt |oder �nde eine st�arker wa
hsende Familie.In jedem Fall w�urde eine vergr�o�erte Sammlung von Busy-Beaver-Instanzen und -Instanz-Familien weiterhelfen. Wir laden deswegen alle Interessenten herzli
h ein, diese Tiere zu jagenund an unser Museum zu s
hi
ken.Fordern Sie au
h Ihre Studenten zur Mitarbeit auf! Das Thema eignet si
h na
h unserer Er-fahrung sehr gut zum Erlernen und Ausprobieren von implementierungs-te
hnis
hen, aber au
hformal-spra
hli
hen Methoden.Auf unserer Webseite http://www.informatik.uni-leipzig.de/~p
p/ �nden Sie neben denaktuellen Rekorden au
h ein Online-PCP-Puzzlespiel, f�ur das t�agli
h neue (mittels
hwere) In-stanzen generiert werden.
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